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Con motivo del curso “ Historia y educacion matematica” , del programa de doc-
torado “ Didéactica de las matematicas’ del Departamento homonimo de la Uni-
versidad de Valencia, se realizo un trabajo de exploracion sobre la evolucion de
los conceptos de nimero, unidad, cantidad y magnitud. Una parte de este trabajo
se centrd en “laregla de los signos’ . A continuacién se presenta una sintesis de
la informacién recogida.

LA UTILIZACION DE TEXTOS HISTORICOS EN DIDACTICA DE
LASMATEMATICAS

Para el investigador en Didéactica de las Mateméticas los textos histéricos son una
fuente de informacién sobre €l desarrollo y la evolucién de los conceptos y métodos
mateméticos. Estos muestran que los conceptos mateméticos no se han constituido
facilmente sino que su elaboracion es el resultado de un largo proceso. En este sen-
tido podemos decir que los libros de texto ayudan a reconstruir 1os conceptos, contex-
tualizarlos, conocer sus diversos acercamientos, interrogarse sobre la validez de las
formas de argumentar vigentes en otras épocas, y buscar |os fundamentos de las for-
mas actuales.

L os textos histéricos también informan sobre lo pedagdgico: las formas de orga-
nizar y presentar € contenido, sus representaciones, las situaciones, problemas y
gercicios utilizados para explicar mejor los conceptos y métodos matematicos. En
este sentido podemos decir que los textos histéricos contribuyen a conocimiento de
los hechos que fundamentan € curriculum ensefiado tal y como queda reflgjado en
los libros de texto.

En Gémez, P, y Rico, L. (Eds.). Iniciacidn a la investigacion en didactica de la matematica.
Homenaje al profesor Mauricio Castro. Granada: Editorial Universidad de Granada.
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Bien entendido que los textos histdricos no son la panacea para el investigador ni
para la ensefianza, pero es indudable que bien seleccionados constituyen un pilar
solido para sustentar el trabajo posterior.

El problema a investigar

En la ensefianza de los nimeros negativos se considera que la regla de los signos es
algo féacil paralos estudiantes, no hay nada que comprender, solo hay que memori-
zarlay saberla aplicar. En los manuales escolares la suma de los nimeros con signo
se suele justificar con la ayuda de deudas y ganancias, cargos y abonos, (SM, 2°
curso, 1998, p. 39), etc. Cuando se aborda la multiplicacion, este modelo no fun-
ciona. El producto de pérdidas no puede ser una ganancia. En este momento €l
model o debe ser abandonado y bien, se propone una alternativa o, se guarda silencio
parasiempre.

Si se opta por guardar silencio seiracontralaimagen de racionalidad de las mate-
maticasy esto dgjard insatisfechos a profesores y estudiantes, mientras que s se opta
por proponer una alternativa habré que buscarla, y una vez elegida habra que funda-
mentar la propuesta de tal modo que sea suficientemente convincente y satisfactoria
desde el punto de vista de lal6gicamatematicay de |los requerimientos de los niveles
educativos escolares.

Proposito

Con €l fin de aportar informacion que contribuya a facilitar el proceso de blsqueday
seleccién de un modelo aternativo paralaregla de los signos, a continuacion se reco-
gen y organizan las principales justificaciones de la misma que se pueden encontrar
en los libros que han sido utilizados en |a ensefianza.

LASJUSTIFICACIONESDE LA REGLA Y LAS
CONCEPTUALIZACIONES DE LOS NEGATIVOS

Indagando en las fuentes originales rel evantes por su prestigio, por su originalidad o
por su influencia en nuestro pais, se puede constatar que los intentos para justificar la
regla de los signos han sido una constante a lo largo del tiempo, y que cuando una
argumentacion parecia que iba a consolidarse, pronto aparecia otra que, si ho larevo-
caba, era aparentemente mas solida o cuando menos mas coherente con una determi-
nada conceptualizacion de los negativos mas 0 menos dominante. Por €llo, para
entender estas argumentaciones, no hay que perder de vista las distintas conceptuali-
zaciones de los nimeros negativos a lo largo de su evolucion histérica para consti-
tuirse como concepto matematico legitimo.

Justificaciones principales

Teniendo en cuenta lo anterior y alos efectos de la presentacién de las diversas justi-
ficaciones de la regla de los signos que se pueden encontrar en |os textos escogidos,
estas justificaciones se han organizado bajo los siguientes epigrafes:

« Lareglasinjustificacion.
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« Lajustificacion delareglaen el marco delas restas indicadas con solucién
positiva.

* Lajustificacién de la regla en & marco de las cantidades negativas aisla-
das.

 Lajustificacion de laregla en el marco en el que se evitan las cantidades
negativas aisladas.

« Lajustificacion de lareglaen el marco de lateoria de pares ordenados.

 Lajustificacion de lareglaen el marco de las modelizacionesintuitivas.

Lareglasinjustificacion de Diofanto (s. 111)

Sabemos que hay rastros de los negativos en la época de Diofanto, bien entendido
gue éste no los consideraba nlmeros sino que los rechazaba (Boyer, 1968; Glaeser
1981; Schubring, 1986; Gonzalez y otros, 1986; Crowley y Dunn, 1985). Asi, por
gjemplo, rechazaba las ecuaciones tales como x + 4 = 0, porgue no las consideraba
resolubles. Diofanto, haciendo alusion al producto de dos diferencias escribe una
especie deregla de los signos.

Lo que eslo que falta multiplicado por 1o que es lo que faltadalo que
es positivo; mientras que 1o que es lo que falta multiplicado por 1o que
es positivo, dalo que eslo que falta (Diofanto, libro )

Lajustificacion delareglaen e marco de lasrestasindicadas con
solucion positiva
También hay rastros de los nimeros negativos en las matematicas chinas e hindues.
Los primeros utilizaban varillas de célculo negras y rojas para distinguir entre nega-
tivo y positivo, y los segundos manejaban nimeros negativos para representar deudas
y €l cero paralanada. En la obra de Brahmagupta (628) aparecen de forma explicita
las reglas de los negativos. Sin embargo, en el legado érabe a Occidente, a diferencia
del hindu, sdlo se consideran las raices positivas; aungue conocian las reglas para
operar los negativos, solo las aplicaban alas restas indicadas con solucién positiva.
En el Renacimiento la actitud de los mateméticos frente al reconocimiento de los
negativos fue diversa, pero lo que es seguro es que operaban con ellos de un modo
cada vez mas generalizado. En el periodo final de esta época todavia 1o negativo
estaba asociado a restas indicadas con solucion positiva.

Lajustificacion por doble comprobacién, de Sevin (1540-1620)

En este contexto se enmarca la justificacion de Stevin (1625, p. 40). Esta consiste en
enunciar lareglay aplicarla a un gemplo. Después se hace ver que por otro camino
se llega a mismo resultado. Para mayor garantia de verosimilitud Stevin también
incluye una interpretacion geomeétrica de la regla mediante la representacion de los
productos que aparecen en € g emplo con los rectéangul os que forman parte de la des-
composicion de un rectangulo mayor.
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Més multiplicado por més, da producto mas; menos multiplicado por menos, da
producto més; més multiplicado por menos, 0 menos multiplicado por més, da
producto menos.

Explicacion. Sea 8-5 multiplicado por 9-7, de esta manera: -7 veces -5 hacen
(+35), porque como dice €l teorema- por - hace +. Después -7 veces 8 hace -56
(-56, porque como se dice en €l teorema - por + hace-). Y andlogamente sea 8-
5 multiplicado por € 9, dard como productos 72-45. Después juntad +71+35,
que son 107. Despuésjuntad los -56-45, que son 101. Y sustrayendo el 101 del
107, querestan 6, setiene el producto de lamultiplicacion dada. Ladisposicion
de caracteres de la operacion es esta:

8 -5

9 -7

-56+35
72-45

6
Explicacion de la regla. Hay que demostrar por o enunciado que + multiplica
do por + hace +, que - por - hace +, que + por -, 0 - por +, hace -.
Demostracion El nimero amultiplicar, 8-5 vale 3, e multiplicador 9-7 vale 2.
Pero multiplicando 2 por 3 el producto es 6. Luego €l producto de aqui arriba
también es 6, es €l producto verdadero. Pero el mismo se ha obtenido por mul-
tiplicacién, aquelladonde hemos dicho que + multiplicado por + daproducto +,
- por - daproducto +, + por -, 0 - por + da producto -, luego €l teorema es ver-
dadero.
Otra demostracion geométrica. SeaAB 8-5 (asaber AD 8-DB 5). Después, AC
9-7 (asaber AE 9 - EC 7). Su producto sera CB, o bien seguin lamultiplicacion
DE 72 - EF 56 - DG 45 + GF 35. Los cuaes demostraremos que son iguales a
CB de estaforma. De todo el ED+GF, se sustrae EF y DG, resta CB.
Conclusion Luego més multiplicado por més, da producto mas; menos multi-
plicado por menos, da producto mas; mas multiplicado por menos, 0 menos
multiplicado por més, da producto menos, que eralo que habia que demostrar.

Lajustificacion delareglaen el marco de las cantidades negativas

aisladas

En & desarrollo posterior de las matematicas alo largo del siglo XVII, € uso de los
negativos se extiende como artificios de calculo. A medida que se generalizaba el uso
del dgebraresultaba cada vez mas comudn trabajar con cantidades negativas aisladas.
Estas surgian como raices de ecuaciones y admitirlas permitia una regla general de
resolucion y la reconstruccién de ecuaciones a través de raices; pero estas expresio-
nes con signo negativo no encajaban con la idea que se tenia de cantidad y de
ndmero: el nimero eralo que expresaba la cantidad; cantidad y magnitud se identifi-
caban entre si, y ambas se vinculaban al mundo fisico. ¢Cémo se las ingeniaban los
matematicos para interpretarlas, para darles significado sensible, y para justificar
| 6gicamente sus propiedades y sus reglas de calculo?

Las cantidades adjetivadas con un signo
Por una parte se consideraba que en agebra las cantidades no solo necesitaban para
su determinacion su valor absoluto sino que también habia que atender a su sentido.
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Esto dividia las cantidades en dos clases, como las lineas que van en un sentido o en
el directamente opuesto, €l tiempo pasado o el futuro, €l dinero que se posee 0 que se
debe, el movimiento hacia adelante 0 hacia atrés. A estas cantidades seles|lam6 can-
tidades algebraicas, para diferenciarlas de las aritméticas. Las cantidades algebraicas
eran las gque iban acompafiadas del signo, el cua actuaba como un adjetivo: + vy -
modificaban € significado de las cantidades de la misma manera que un adjetivo
modificaba €l significado de un sustantivo.

Las cantidades menores que cero

Por otra parte, las necesidades del célculo algebraico, a extender la sustraccion més
alla del caso en que €l sustraendo era menor que el minuendo, conservando el orden
numérico, traia consigo la aparicion de cantidades que habian de ser consideradas
menores que cero 'y, por tanto, menores que cualquier cantidad positiva.

Esto se puede ver con un gjemplo sencillo. Dados dos nimeros cualesquiera,
como 3y 5, y restando el mayor a ambos lados de la desigualdad que forman,
3<5 setiene; (3-5=-2)<(5-5=0).

Dos concepciones del cero
Estas dos concepciones, la de cantidades adjetivadas, que era de tipo conceptual y la
de cantidades menores que cero, que era de tipo empirico, estardn presentes simult&
neamente en muchos de |os razonamientos de la épocay daran lugar a dos concepcio-
nes del “cero”’. En efecto, aceptar la existencia de cantidades menores que cero
suponia una ruptura con la concepcion absoluta del cero: aquello por debajo de lo
cual no habianada, a hacer su aparicién €l cero relativo u origen, aguello que se mar-
caba arbitrariamente sobre un gje orientado. Se entendia que lo que es absurdo de
hacer con el cero absoluto, sustraer una cantidad més grande de materia de una mas
pequefia, era perfectamente legitimo con el cero-origen.

Es en este marco en el que se aceptan las cantidades negativas aisladas y que la
sustraccién no se limitaal caso en que el sustraendo es menor que el minuendo, en el
gue cabe situar las siguientes justificaciones:

La justificacion por eliminacion, de Euler (1707-1783)

Euler en sus Elementos de Algebra (1770, p. 35) argumenta a partir de lainterpreta-
¢ion de los negativos como deudas, considera que la multiplicacion de cantidades con
signo es conmutativa y razona por eliminacion diciendo que -a por -b sera ab ya que
no puede ser -ab que eslo que vale -a por b.

Comencemos por multiplicar -apor 3 o +3. Ahora puesto que -a debe ser con-
siderado como una deuda, es evidente que si tomamos esa deuda tres veces,
debevolversetres veces més grande, y consecuentemente el producto requerido
es-3a. Por eso s multiplicamos-a por +b, obtenemos-ba, o, lo que eslo mismo,
-ab. Luego concluimos, que si una cantidad positiva se multiplica por una can-
tidad negativa, el producto debe ser negativo; y lareglaes que + por + hace + o
més, y al contrario + por -, 0 - por + da-, 0 menos.

Queda por resolver el caso en que - se multiplica por -; o, por gjemplo, -a por -
b. Es evidente, aprimeravista, mirando las | etras, que el producto sera ab; pero
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es dudoso si debe ponerse delante del producto el signo +, o0 e signo -; todo lo
gue sabemos es que debe ser uno u otro de esos signos. Ahoradigo que no puede
ser el signo - porque -a por +b da-ab, y -a por -b no puede producir el mismo
resultado que -a por +b; sino que debe producir €l contrario, esto es, +ab; con-
secuentemente tenemos la siguiente regla: multiplicar por - produce +, en la
misma manera que + multiplicado por +.

La justificacion en coherencia con la propiedad distributiva, de Mac-Laurin
(1698-1746)

Mac-Laurin, en su Tratado de &lgebra (1748), argumenta en coherencia con la pro-
piedad distributiva a partir de que si a- a= 0, 0 = n(a-a) debe ser y -na=n(-a). Lo
peculiar de su razonamiento es que presenta aspectos de tipo formal, algjados de las
interpretaciones fisicas y orientados ala estructura de las operaciones.

Se llaman cantidades positivas, o afirmativas, aquellas que estan precedidas del
signo +, y negativas, aquellas que estan precedidas del signo -.

Paratener unaidea claray exacta de estas dos especies de cantidades, hay que
sefiadlar que toda cantidad puede entrar en el célculo algebraico, como afiadida,
0 como sustraida, es decir, como aumentacion o como disminucién; y que la
oposicién que se encuentra entre la aumentacion y la disminucion, tiene lugar
en la comparacion de cantidades: por € emplo, entre el valor del dinero debido
aun hombre, y €l dinero que é debe;... Asi, lacantidad negativa, en lugar de ser
menos rigurosamente menos gque hada, no es menos real en su especie que la
cantidad positiva, pero tomada en sentido opuesto; de aqui que una cantidad
considerada sola no deberia ser negativa, que no lo es salvo por comparacion, y
que cuando la cantidad que se [lama positiva, no tiene otra que le sea opuesta,
no se le podria sustraer de una mas grande: por ejemplo, seria absurdo querer
sustraer una cantidad més grande de materia de una més pequefia...

De aqui se podra deducir laregla de los signos tal y como es costumbre enun-
ciarla, esto es que | os signos semejantes en los términos del multiplicador y del
multiplicando dan + al producto, y que los signos diferentes dan -. Hemos evi-
tado esta manera de presentar laregla, para ahorrar a los principiantes la cho-
cante expresion - por - da +, que es una consecuencia necesaria de la regla:
podemos, como hemos hecho disfrazarla, pero no aniquilarlao contradecirla; el
lector, sin apercibirse, habra observado todo el sentido en los g emplos prece-
dentes; familiarizado con la cosa, podra aln espantarse de las palabras? Si le
gueda encima alguin escrapulo, que haga atencion a la demostracion siguiente
que ataca directamente la dificultad.

+a-a=0, asi paracualquier cantidad que multipliquemos por +a- a€l producto
debe dar O: s multiplico por n, tendré para el primer término +na, luego tendré
parael segundo -na, ya que es preciso que |os dos términos se destruyan. Luego
los signos diferentes dan - a producto. Si multiplico +a -a por -n, por €l caso
precedente, tendré -naparael primer término; luego tendré +naparael segundo,
porque siempre hace falta que los dos términos se destruyan; luego - multipli-
cado por - da+ en € producto. (Cit. Glaeser, 1981, p. 318)
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La justificacion en coherencia con la propiedad distributiva, de Laplace
(1749-1827)

Laplace, en sus lecciones de L'Ecole normale de I'an 111 (1795, p. 62), no logra des-
prenderse de la interpretacion de los negativos como deudas, pero en su argumenta-
cion modifica la demostracion de Euler en la linea de justificacién con aspectos
formalesiniciada por Mac-Laurin, y recurre ala conservacion de la coherenciade las
operaciones: suma, multiplicacién y distributividad de una con la otra.

En cuanto al signo del producto, debe ser positivo si 1os signos del multiplican-
doy del multiplicador son los mismos, si son diferentes, el signo del producto
debe ser negativo. Estaregla presenta algunas dificultades: cuesta concebir que
el producto de -apor -b sea el mismo que el de a por b. Parahacer sensible esta
identidad, observaremos que el producto de -a por +b, es - ab, ya que este pro-
ducto no es mas que -arepetido tantas veces como unidades hay en b. En segui-
da observaremos que e producto de -a por +b -b es nulo, a ser nulo €
multiplicador; asi siendo -ab el producto de -a por +b, el producto de -a por -b,
debe ser de un signo contrario, o igual a+ab, para destruirlo.

Lajustificacién a partir de la definicion de producto de los signos, de Cauchy
(1789-1857)

Cauchy en su Curso de Analisis. 13 (1821, p. 2 y 403) partiendo de que las cantidades
algebraicas son diferentes de las aritméticas, argumenta de una manera muy peculiar
mediante la introduccién de la idea de producto de los signos: “Multiplicar uno por
otro dos signos, es formar su producto”.

Como, en €l caso en quelaletraA representa un nimero, se puede, después de
lo que se acaba de decir, designar la cantidad positiva cuyo valor numérico es
igual aA, yaseapor +A, ya sea solamente por A, mientras que -A designala
cantidad opuesta, es decir, |a cantidad negativa cuyo valor numérico esA....
Después de estas convenciones, si se representa por A ya sea un nimero, yasea
una cantidad cualquieray sehacea=+A; b=-A, setendra +a=+A, +bh=-A,
-a=-A, -b=+A. Si enlas cuatro Ultimas ecuaciones se sustituye ay b por sus
valoresentre paréntesis, setendrén lasformulas: +(+A) =+A, +(-A) =-A, -(+A)
=-A, -(-A) = +A. En cada una de estas férmulas el signo del segundo miembro
eslo que llamamos producto de los dos signos del primero. Multiplicar uno por
otro dossignos, esformar su producto. Lainspeccion delas ecuaciones anterio-
res es suficiente para establecer laregla de los signos, comprendida en el teore-
ma que voy aenunciar.

Teorema. El producto de dos signos semejantes es siempre +, y €l producto de
dos signos opuestos es siempre -. (p. 407)

La justificacion desde la definicion del producto por un nimero negativo, de
Wentworth y Smith (1900)

En la serie para escolares de Wentworth y Smith (serie de 1900) se recoge latradicion
delas deudasy se recurre ala conservacion de la coherencia de la propiedad conmu-
tativa. De su definicion de multiplicar por un nimero negativo concluye la regla
inmediatamente:
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Multiplicaciény divisién de nimeros negativos. L os niimeros negativos se mul-
tiplicany dividen lo mismo quelospositivos. Si unapersonaquetiene-$5 (debe
$5) duplica su deuda, tendra-$10. Asf pues,

(-$5) x 2=-$10
-$10+2=-%5

Multiplicacién por un nimero negativo. La multiplicacion de un ndmero cual-
quiera por un nimero negativo no puede efectuarse mientras no se sepa €l sig-
nificado que tiene aqui la palabra multiplicacién. Hemos visto que (-2)x3 = -6.
para que se cumplalaley de que el orden de los factores no atera el producto,
es preciso que setenga: 3 x (-2) = -6. Definiremos pues lamultiplicacién por un
nimero negativo diciendo que es el producto, cambiado de signo, queresultade
multiplicar por €l valor absoluto del nimero principio (Wentworth y Smith,
p.40).

La justificacion en coherencia con la propiedad distributiva, sin hacer
ninguna suposicion acerca de qué cosa son |0s nUmeros negativos

Crowley y Dunn (1985) en Mathematics Teacher recogen varios tipos justificaciones
delaregla. Unade €ellas es una alternativa ala demostracion de Laplace con un carac-
ter més formal. Estaes:

(DD = (D) + (0)(D) = (-1)(-1) + ((-1+1)(D)) = (-1)(-1) +
(D@ + DD = (DE1+1) + (D(D) = (1)(0) + (D) = (D(D).

Lajustificacion delareglaen e marco en € que serehuyen las
cantidades negativas aisladas

Una posicion diferente respecto a los negativos con motivo de las controversias que
suscitaba la consideracion de que las cantidades negativas tenian que ser menores que
cero, buscaba evitar o rehuir las cantidades negativas aisladas. En este marco donde
|os negativos son cantidades que hay que sustraer se sitlian |as siguientes justificacio-
nes.

La justificacion a partir de la definicion de multiplicacion por negativo, de
D’ Alembert (1717-1783)

D’ Alembert, en € articulo titulado Negativo aparecido en la Enciclopedia de Diderot,
sefialaba que las cantidades negativas en el calculo lo que realmente indican son can-
tidades positivas, pero que se ha supuesto en una falsa posicion. “El signo - que
encontramos delante de una cantidad sirve para corregir un error cometido en la hipo-
tesis’. Apoyandose en esta idea su justificacion de la regla se sustenta en que multi-
plicar por una cantidad negativa equivale a sustraer tantas veces como indica esa
cantidad.

Real y absolutamente no hay cantidades negativas aisladas: -3 tomado en abs-
tracto no significa ningunaidea para el espiritu; pero si digo que un hombre ha
dado aotro -3 ecus, eso quiere decir en lengugje inteligible, que le ha cogido 3
€ecus.
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He aqui porque el producto de -apor -b da+ab: porque ay b estando precedidos
del signo por o supuesto, es una marca de que las cantidades a, b, se encuen-
tran mezcladas y combinadas con otras con las que se comparan, puesto que si
estuvieran consideradas como solasy aisladas, |os signos - quelas preceden, no
significarian nada para el espiritu. Luego esas cantidades -ay -b no se encontra-
rian precedidas del signo -, mas que porque hay cierto error tacito en lahipétesis
del problema o de la operacién: si el problema estuviera bien enunciado, esas
cantidades -a'y -b, deberian encontrarse cada una con €l signo +, y entonces €l
producto seria +ab, ya que ¢qué significala multiplicacion de -a por -b?, signi-
ficaque serestab veceslacantidad negativaa: pero que hemos dado aqui arriba
de cantidades negativas, afiadir o poner una cantidad negativa equivale a restar
unapositiva, y por lamismarazon restar unanegativa, equivale aafiadir unapo-
sitiva.(cit. Glaeser, 1981, p. 324)

La justificacion a partir de la definicion de multiplicacion por negativo, de
Lacroix (1766-1846)

Lacroix, en su Curso completo elemental de Mateméticas Puras (1846, 6° ed), parte
de que la multiplicacién algebraica es o mismo que la multiplicacion aritmética y
basa su argumentacién en la vigja idea de que las cantidades negativas se generan
como resultado de la sustraccion de una cantidad que es mayor que aquella de que se
quiere sustraer. Por eso trabaja sobre productos de laforma (a-b)(c-d).

Mientras no consideremos alas | etras sino como simbolos de nimeros, debere-
mos formarnos de la multiplicacion algebraica la misma idea que de la multi-
plicacion aritmética. Por maneraque multiplicar apor b eshallar, o mejor decir,
es representar una tercera cantidad que se haya con respecto a cualquiera de
aquellos dos factores, del mismo modo que €l otro factor se ha con respecto a
launidad,...

Si el multiplicando tuviese algunas partes sustractivas, los productos de estas
partes deberan restarse delos demés, o lo que equivale alo mismo, selesdebera
poner €l signo - paraindicar aquella sustraccion. Si por ejemplo nos propone-
mos multiplicar a-b por c, € producto sera ac - bc,... Supongamos ahora que €
multiplicador tenga términos sustractivos, siendo aditivos todos los del multi-
plicando; y aunque tratdndose, como aqui se trata, de nimeros abstractos,
pudiéramos tomar por multiplicando el multiplicador, y hallar por lasreglas es-
tablecidas el producto, propongdmonos determinarlo sin necesidad de hacer
aquellainversion. Hayamos por ejemplo de multiplicar

a

por b-c
Producto ab-ac

Puesto que & multiplicador no es ni b ni ¢, ni la suma de estos dos nimeros,
sino que es € residuo que quede en quitando ¢ de b, € verdadero producto no
deberaser ab, ni ac, ni ab+ac sino ab-ac, esdecir, €l multiplicando atomado tan-
tas veces como unidades hay en b, menos el mismo multiplicando atomado tan-
tas veces como unidades hay en c; de cuya sustraccion debe resultar €l
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multiplicando a tomado tantas veces como unidades hay en b-c, y de consi-
guiente e producto que buscamos,... Supongamos por Ultimo que tanto el mul-
tiplicando como el multiplicador tengan términos sustractivos, proponiéndonos
por gjemplo multiplicar

ab
por c-d
y e producto sera ac-bc-ad+bd

porque todo el multiplicando a-b se hade multiplicar primeramente por laparte
¢ del multiplicador; después se debe multiplicar todo el multiplicando por la
otraparte de del multiplicador; y siendo sustractiva esta segunda parte, debere-
mos restar del primer producto parcial e segundo. Ahora bien, el primer pro-
ducto parcia esac-bc; el segundo es ad-bd; y cambiando los signos de este para
representar el residuo resultael producto que buscdbamos, cual |o hemos repre-
sentado. (p. 60-70)

La justificacion a partir de la definicion de multiplicacion algebraica, de
Vallgo (1779-1846)

Vallgo, en su célebre Tratado Elemental de Matematicas (1841 p. 185-199), matiza
la idea de cantidad negativa en estos términos. “Las cantidades negativas son una
manera de ser de las cantidades algebraicas contraria al propdsito que se propone en
la cuestion”. También matiza la de multiplicacion algebraica, que define por exten-
sion de la aritmética pero con la Unica diferenciadeintroducir en ellala condicion del
signo: “Multiplicar en Algebra es tomar una cantidad tantas veces como diga otra; y
tomarla del mismo modo que diga se debe tomar”; esto le permite obtener la regla
casi de modo inmediato como consecuencia de la definicion.

Multiplicar en Algebraes tomar una cantidad tantas veces como diga otra; y to-
marladel mismo modo que diga se debe tomar. Afiadimos aqui esta circunstan-
cia, porque como en & Algebra no solo se atiende al valor absoluto de las
cantidades, sino también asu modo de existir, el multiplicador con sus unidades
nos dice las veces que debemos tomar el multiplicando y, con su signo e modo
con que |le debemos tomar...

Para demostrar nosotros la regla de los signos, nos propondremos multiplicar
+a por +b, o para mayor sencillez y claridad, tomaremos por multiplicador la
unidad; y asi indicaremos nuestra operacion de este modo: +a x +1; ahora, €
multiplicador +1 nos dice con sus unidades que tomaremos unavez al multipli-
cando, y con su signo + nos dice que le tomemos como é sea; e multiplicando
+aes positivo luego le deberemos tomar una vez positivamente, y serd por con-
siguienteel producto +1ao +a, omitiendo el coeficiente 1; luego +ax+1=+a; que
en cuanto alos signos en abstracto da +x+=+.

Supongamos ahora que e multiplicador sea -1, y tendremos indicada nuestra
operacion de este modo +ax-1, aqui el multiplicador con sus unidades nos dice
gue debemos tomar unavez a multiplicando, y con su signo que le tomemos a
contrario de como é sea; el multiplicando es positivo, luego le deberemos to-
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mar unavez negativamente, y se tendra: +a x-1= -1a= -a; lo que en punto alos
signosda: + x - = -.

Supongamos ahora que el multiplicando seanegativo tal como -a, si e multipli-
cador es +1, tendremos indicada la operacion de este modo: -a x +1; donde el
multiplicador +1 nos dice con sus unidades que debemos tomar unavez al mul-
tiplicando, y con su signo que le deberemos tomar unavez negativamente, y se-
r& -ax +1 = -la=-a; lo que daparalos signos: -x+=-.

Finalmentesi el multiplicador fuese -1 tendriamosindicadalaoperacion de este
modo: -a x -1; donde e multiplicador -1, nos dice con sus unidades que debe-
mos tomar & multiplicando una vez, y con su signo que le debemos tomar al
contrario de como él sea; el multiplicando es negativo, luego |le deberemos to-
mar positivamente, y se tendr&: -ax -1=+1a=a; lo que da paralos signos: - x -
= +.

El modelo usado por Vallejo va a ser reproducido por |os autores espafioles mas im-
portantes hasta bien entrado el siglo XX, como por jemplo, Picatoste (1907), Miguel
y Gonzalez (1931), o Mataix (1941). El Unico cambio resaltable eslaactualizacion del
lengugjey laincorporacién de |os paréntesis.

... s el multiplicador es una cantidad positiva, € producto seradel mismo signo
que el multiplicando, y tendremos dos casos: (+ & X (+ b) =+ aby (- &) x (+ b)
=-ab.

Si el multiplicador es negativo, por ser de signo contrario de launidad positiva,
el producto ha de ser también de signo contrario al del multiplicando, y tendre-
mos estos otros dos casos. (+ &) x (-b) =-aby (- @) x (- b) = + ab. (Miguel y
Gonzdlez, 1931, p. 75)

Lajustificacion delareglaen € marco delateoria de pares
ordenados

Con el tiempo, €l proceso de reconceptualizacion de la nocion de nimero seguiria su
curso hasta culminar en el algjamiento definitivo de la realidad fisica. Hoy, las mate-
méticas han dejado de ser consideradas como la ciencia de los cantidades o de los
numeros. La palabra nimero ha sido redefinida, asi como sus dos operaciones funda-
mentales. En este contexto se enmarca la siguiente justificacion:

Roanes, en Didéctica de las matematicas (1976, p. 274-293), basa su argumenta
cién en lateoria de los pares ordenados, donde laregla no es mas que una consecuen-
ciadeladefinicion del producto: (a, b) x (c, d) = (ac+bd, ad+bc).

Define sobre el conjunto NxN, comprendido el cero, unarelacion: (a, b) ~ (c, d)
& at+d=c+h. Pruebaque esde equivalencia; esdecir, que esreflexiva, simétrica
y transitiva. Define los nimeros enteros Z como cada una de las clases del con-
junto cociente NxN/~. Definelo representantes canonicos. (m, 0), (0, n) y define
los nimeros enteros positivosy negativos. Prueba que todas | as clasestienen un
representante candnico. Establece una aplicacion inyectivade N en Z que aso-
ciaa conjunto de nimeros 1, 2, 3,...; € conjunto de los nimeros enteros posi-
tivos, para identificar los positivos con +m y los negativos con -n. Define las
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leyesde composiciéninternasy pruebaque con ellas Z tiene estructurade anillo
conmutativo con elemento unidad.

Adicion: (a, b) + (c, d) = (at+c, b+d). Demuestra la propiedad uniforme o pro-
piedad de estabilidad de |a sumafrente alarelacion de equivalencia (lasumaes
independiente de |os pares elegidos). Demuestraque (Z, +) esun grupo aditivo.
Demuestra que la correspondencia de N — Z+ es compatible con la adicion.
Por tanto ambos grupos son isomorfos.

Multiplicacién: (a, b) x (c, d) = (ac+bd, ad+bc). Demuestrala propiedad unifor-
me o de estabilidad del producto frente alarelacion de equivalencia. Demuestra
que Z es un semigrupo multiplicativo conmutativo y con elemento neutro.

Deladefinicion del producto deduce lallamadareglade los signos:
Sear un entero positivo y (p, 0) su representante canénico.
Sea s un entero negativo y (0, g) su representante canonico.

Rs={{(p, 0}}{{(0, @)}}={{(p-0+0-q, p-q+0-0)} } = {{ (O, pa)} }
que es negativo, ya que €l natural pq es distinto de cero, por serlopy g.

Lajustificacion delaregla en e marco de las modelizaciones
intuitivas

En loslibros de este siglo, con una orientacion més intuitiva o divulgativa, es posible
encontrar otras justificaciones basadas en la modelizacion fisica, geométrica o numé-
rica. Lo atractivo de estos Ultimos model 0s es que son consistentes con nuestra expe-

riencia personal y ayudan a los estudiantes a hacer plausible la regla, pero no son
demostraciones. En este marco cabe situar las siguientes.

Lajustificacion desde la modelizacion geométrica sobre rectangulos de Klein

Klein, en Matemética elemental desde un punto de vista superior (1908), recurre a
este modelo, yavisto en Stevin, como un primer acercamiento para su posterior gene-
ralizacion. Primero justificalallamada“regla del paréntesis’ y después hace €l paso a
laregla de los signos razonando sobre un rectangulo donde los factores de una resta
indicada representan los lados y los productos las areas. Con esto logra un primer
acercamiento que después generaliza:

Seaa>by c>d; en cuyo caso también a-b y c-d son nimeros enteros positivos.
Veamos qué ocurre con el producto (a-b)(c-d). Paraello tracemos un rectangulo
delados a-b y c-d, cuya érea es el nimero (a-b)(c-d) buscado; este rectangulo
esunapartedel deladosay c.

Paraobtener aquél partiendo de éste, quitaremos €l recténgulo superior que apa-
rece rayado horizontalmente y vale ad; después el rectédngulo de la derecha de
rayado vertical bc; estos dos tienen uno en comin; e rectangulo bd, que, por
consiguiente, aparece quitado dos veces, de modo que habra de ser agregado
una para obtener € (a-b)(c-d), con lo cua queda demostradala formula
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(arb)(c-d) =ac - ad - bc + bd (2).

=

Observemos en este punto que con laintroduccion de los nlmeros negativos se
manifiesta claramente lafacultad de generalizacion de que esta dotada la mente
humana, por virtud delacual, sin darnos cuentade ello, nos sentimosinclinados
aextender y aplicar a cuestiones més general es conceptos y reglas deducidos y
vélidos para casos particulares. Esta tendencia aplicada a la Aritmética, crista-
lizaen el llamado Principio de permanencia de las leyes formales, explicita-
mente enunciado por primeravez por Hermann Hankel en su interesantismay
muy recomendable obra Theorie der Komlexen Zahlsysteme.

Este principio general aplicado al caso que ahora nos ocupa del paso alos nu-
meros negativos, nos diria que basta prescindir en las formulas (1) y (2) delas
relaciones de magnitud deay b, y aplicar dicho principio a otros casos. Si, por
ejemplo, en laférmula (2), hacemos a= ¢ = 0, caso en que laférmula no esta
demostrada, se obtiene (-b)(-d) = +bd, es decir, lareglade los signos de la mul-
tiplicacién de nimeros negativos.

La justificacién desde la modelizacion fisica sobre desplazamientos, de Rey
Pastor y Puig Adam

Rey Pastor y Puig Adam, en Nociones de algebra y trigonometria.(1946 p. 19y 20),
se basan en el desplazamiento que se modeliza situando un objeto o persona sobre €l
cero de una recta graduada. Un desplazamiento a la izquierda se interpreta como un
movimiento en direccion negativa; un desplazamiento ala derecha se denota como un
movimiento en direccién positiva. El tiempo futuro se denota con un valor positivo, y
¢l tiempo pasado se denota con un valor negativo.

Observemos el movimiento de trenes entre Zaragoza y Madrid, y viceversa,
desde una estacion intermedia, por gemplo Calatayud, que tomaremos como
origen.

En este punto circulan trenes en |os dos sentidos, de modo que podemos consi-
derar como positivas las distancias y velocidades hacia Madrid, y negativas las
contrarias.
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Tomemos también un origen de tiempos en un momento dado, y consideremos
como positivos los tiempos transcurridos después de este instante y negativos
los transcurridos anteriormente.

Supongamos un tren corriendo a 60 Km. por hora hacia Madrid (velocidad
+60). ¢A qué distancia de Calatayud estara dos horas después (+2) de su paso
por éste? Serd 60x2 = 180 km. hacia Madrid, es decir +120, y expresaremos
abreviadamente la operacion asi:

(1)(+60)-(+2) = +120

En cambio, dos horas antes (-2) estariatambién a 120 km. del lado de Zaragoza,
es decir, -120, y pondremos andl ogamente:

(2)(+60)-(-2) = -120

Si, por € contrario, €l tren va hacia Zaragoza (velocidad -60) los signos se in-
vierten, y escribiriamos:

(3)(-60)-(+2) = -120
(4)(-60)-(-2) = +120

Las multiplicaciones smbdlicas (1), (2), (3) y (4) expresan de un modo abre-
viado laresolucién del problemaen los cuatro casos que cabe considerar, segin
€l sentido del movimientoy el tiempo. Vemosqueenla(l) y (4) losdosfactores
son del mismo signo, y el producto es positivo, en cambio en las (2) y (3) los
factores son de signos contrarios y el producto es negativo.

Estamismaregla, Ilamadaregla de los signos, es valida en otras clases de pro-
ductos de cantidades positivas y negativas que se presentan en las Ciencias de
aplicacion, como, por giemplo, en los momentos de las fuerzas, el trabajo, etc.
Parece, pues, natural enunciar esta definicidn abstracta:

Se llama producto de dos nimeros al nimero que se obtiene multiplicando los
valores absolutos y dando al producto el signo + o € -, segiin que los factores
sean deigua o distinto signo.

La justificacion desde la modelizacion geométrica sobre la linea numérica,
de “ El obrero mecanico”

En El obrero mecanico (1938, pp. 263-266), se parte de la modelizacion de los nime-
ros positivos y negativos como puntos sobre la linea numérica a partir de un punto
origen, y de que el producto por -1 es convertir un nimero en su simétrico.

Numeros negativos. Un punto cualquiera, O, de una recta define sobre €lla,
como se sabe, dos sentidos opuestos cuyo origen comun es €l citado punto.

N D

-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Si apartir de é, en cada punto de ambos sentidos y con la mismaunidad, se se-
fialan los puntos 1, 2, 3, 4..., €l caréacter de oposicion se hace evidente afectando
de signo menos alos puntos que aparecen alaizquierdadel origen.

Larecta, en estas condiciones, recibe el nombre de gje.

El segmento 3 estara representado por OPy el segmento -4 por ON.

NUmeros opuestos son los que, teniendo igual valor, su sentido es también
opuesto: son de signo contrario y simétricos respecto a origen...

Con estos convenios es posible redizar la diferencia de dos segmentos cuales-
quiera, sin ninglin género de restricciones. Si se resta gréficamente de un seg-
mento de 7 unidades otro de 3, € resultado sera 4, porque e sentido del
segmento resultado aparece, a partir del origen, dirigido hacia la derecha. El
caculo seria 7-3=4. Si se pretende efectuar la diferencia entre los segmentos 2
y 5, €l resultado seria un segmento que, medido a partir del origen, vendria ex-
presado “por el segmento -3 y seria 2-5=3. En estos cél cul os se tiene sobreen-
tendida la unidad u. Si hubiéramos querido ponerla de manifiesto, se hubiera
escrito en los dos casos anteriores: 7u-3u=4u y 2u-5u=-3u. Deigual modo s la
unidad, o magnitud de referencia, hubierasido otracual quiera se hubieratenido
12a-58=7a, 3' 5x-7'5x=-3"7x

Multiplicacion algebraica. Si un segmento de 3 unidades |o vamoslevando, su-
cesivamente, a partes del origen, 4 veces en su mismo sentido, se ha obtenido
otro nuevo segmento cuyo valor es de 12 unidades; esto es, 4x3=12. Realizando
lamisma operacién con el segmento -3, 4 hubieraformado un segmento de -12
unidades; esto es, 4 veces -3 unidades: 4(-3) =-12

Multiplicar por -1 un nimero cualquiera es convertirlo en su simétrico. Asi:
(-1)4 = -4, (-1)(-5) = 5. Multiplicarlo por -2 es duplicarlo e invertirlo: (-2)4 =
-8. En general, multiplicar un factor negativo por un nimero cuaquiera, es
efectuar €l producto, como si aquél fuera positivo, y a resultado se invierte el
signo para obtener su simétrico. Asi: (-4)3=-12, (-5) (-3)=15

Resumen: El producto de dos factores del mismo signo es positivo y el de dos
factores de signo contrario es negativo.

La justificacion desde la modelizacién numérica

Crowley y Dunn (1985) en Mathematics Teacher presentan una alternativa que con-
siste en modelizar un patron numeérico conducente a una conjetura suficientemente
fiable para ayudar a los estudiantes a hacer plausible laregla. Se da por conocido €l
producto de dos nimeros positivos y de dos nimeros con signos y se propone una
actividad de descubrimiento del patrén como la que sigue;

Actividad:
Completa el patron:
(-3)0(+3)=-9
(-3)0(+2)=-6
(-3)0(+1) =-3
(-3)0(0)= 0
(-3)0(-1) =
(-3)0(-2) =
(-3)0(-3) =

El patron que se ve es que los productos aumentan de 3 en 3.
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OBJECIONES

Todas estas justificaciones se pueden agrupar en cuatro grandes categorias. A saber:
» Comprobaciones.

« Consecuencia de la coherencia con alguna propiedad aritmética, normal-
mente |la propiedad distributiva.

« Consecuencia de alguna definicion previa, como cuando se utilizé la defi-
nicién de cantidad algebraicay la definicion de multiplicacion algebraica
y més recientemente la de nimero negativo y la de multiplicacion de
ndmeros negativos.

» Modelizaciones con ayuda de alguna situacién geométrica, fisica o0 numé-
rica

Todas ellas han podido ser consideradas como apropiadas por razones diferentesy en
momentos diferentes. Encontrar las razones de su abandono, sus debilidades y sus
aportaciones no es unatareafacil, es un desafio paraun trabajo posterior. No obstante,
se pueden adelantar algunas de estas razones:

« Las comprobaciones son demasiado ingenuas.

« Lasjustificaciones en coherencia con las propiedades argumentan |levan-
dolas de un campo numérico a otro diferente. Euler o Laplace, por gjem-
plo, plantean la conmutatividad sin darse cuenta de que en su
razonamiento estan ante unaley externa.

« Las justificaciones en coherencia con una definicion o no se sitdan en un
plano suficientemente formal o son demasiado formales. Lacroix concluye
que paratener el producto (b-c)a es necesario quitar ac de ab, pero esto no
explica por qué -c por a es -ac. Cauchy establece la multiplicacion de sig-
nos pero no la multiplicacion de negativos.

« Las modelizaciones preparan a los estudiantes, de un modo intuitivo, a
aceptar la razonabilidad del resultado, pero no ofrecen ninguna informa-
cion acercade la necesidad matemética de laregla.

CONCLUSIONES

Pero, ¢se puede demostrar que - por - es +7? Lo anterior muestra que los matematicos
asi lo han creido, porque lo han intentado innumerables veces y de diversas formas.
Sin embargo, en la actualidad se suele decir que laregla no se demuestra sino que es
una consecuencia de la definicidn de nimeros negativos. Esta idea, que esta presente
en el edtilo de justificacion que seimpuso en € siglo XIX, no parece que sea escolar-
mente hablando lamés apropiada. ¢Acaso no seriamejor recurrir aalgunade las cua-
tro categorias de justificaciones histéricas, més o menos actualizada, segin sea €l
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nivel de rigor exigido? Larespuesta a esta pregunta puede venir de la mano de argu-
mentos fundamentados en lainvestigacién didactica.

NoTA

No se han incorporado |as justificaciones geométricas basadas en el producto de seg-
mentos a partir de Descartes, las relaciones de semejanza de Thales y su generdiza-
cion a las rectas orientadas. Una versién de las mismas se puede encontrar en Varo
(2000).
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